Rachunek Prawdopodobienstwa II
Kolokwium, 9 grudnia 2022 r.
Grupa A

A1l. Dany jest ciag X1, X3, ... dodatnich, niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie oraz ciag ai,as, ... dodatnich liczb rzeczywistych. Dowiesé, ze jezeli ciag

Y, = max{a1 X1, a2 Xo, ...an X, }
zbiega wedlug rozkladu, to ciag (a,)n>1 jest ograniczony.

A2. Dla n =1,2,... niech p,, bedzie miarg na R o funkeji charakterystycznej ¢,,, (t) =
on(t) = e =DV Czy rodzina miar {pn :n=1,2,..} jest ciasna?

A3. Niech (&,),>1 bedzie ciagiem niezaleznych, jednakowo rozitozonych zmiennych loso-
wych o rozkladzie wykladniczym z parametrem 2 oraz niech 7 = inf{k > 1: & < 3}. Prosze
uzasadnié, ze 7 < oo prawie na pewno, a nastepnie wyznaczy¢ funkcje charakterystyczne
zmiennych losowych &, &-11.

A4. Dla n = 1,2... zmienna losowa X,, ma rozklad: P(X,, = 1) = P(X,, = 2) = ﬁ,
P(X,=0)=1- ﬁ; zmienne X,, sa niezalezne. Przyjmujemy S, = X1 + ... + X,,. Prosze
zbadaé, czy ciag zmiennych losowych

S, —ES,

Inn

jest zbiezny wedlug rozkladu, a w przypadku odpowiedzi twierdzacej - wyznaczy¢ rozktad
graniczny.
Uwaga. Moga sie przydaé wzory: limy, .o (1 + % + ...+ % —1In n) = ~ (stala Eulera),

S 1 _ =
n=1n2 ~— 6 °

A5. Kazdego dnia w drodze do pracy pan Kowalski udaje sie na przystanek autobusowy
w losowym momencie miedzy godzina 8 a 9 i wsiada do pierwszego autobusu, ktéry sie pojawi.
Z przystanku odchodza trzy autobusy: A, B i C. Autobus A odjezdza o 8:10 i 9:10; autobus
B odjezdza o 8:30, autobus C o 8:45.

Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu kolejnych 92 dni, w drodze do
pracy, pan Kowalski wsiadzie do autobusu A wiecej razy, niz do autobusu B. Wynik wyrazié
w zaleznosci od dystrybuanty standardowego rozktadu normalnego.



Rachunek Prawdopodobienstwa II
Kolokwium, 9 grudnia 2022 r.
Grupa B

B1. Dany jest ciag &1,&o, ... dodatnich, niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie oraz ciag by, b, ... dodatnich liczb rzeczywistych. Dowiesé¢, ze jezeli ciag

Zy, = max{bi&1, 2o, ...bn&n}

zbiega wediug rozkladu, to ciag (by,)n>1 jest ograniczony.

B2. Dla n = 1,2,... niech p,, bedzie miarg na R o funkeji charakterystycznej ¢,,, (t) =
©n(t) = e =D Cyy rodzina rozkladéw {p, :n =1,2,..} jest ciasna?

B3. Niech (§,)n>1 bedzie ciagiem niezaleznych, jednakowo roztozonych zmiennych loso-
wych o rozkladzie wykladniczym z parametrem 3 oraz niech 7 = inf{k > 1: & > 2}. Prosze
uzasadnié, ze 7 < oo prawie na pewno, a nastepnie wyznaczy¢ funkcje charakterystyczne
zmiennych losowych &, &-41.

B4. Dla n = 1,2... zmienna losowa X,, ma rozklad: P(X,, = 1) = P(X,, = 3) = &,
P(X,=0)=1- %; zmienne X,, sa niezalezne. Przyjmujemy S, = X1 + ... + X,,. Prosze
zbadaé, czy ciag zmiennych losowych

Sp —ES,

Inn

jest zbiezny wedlug rozkladu, a w przypadku odpowiedzi twierdzacej - wyznaczy¢ rozklad
graniczny.
Uwaga. Moga sie przydaé wzory: limy, oo (1 + % + ...+ % —1In n) = v (stala Fulera),

S 1 _ =
n=1n?2 "~ 6 °

B5. W pewnym doswiadczeniu biologicznym, przeprowadzanym codziennie, mysz ma
dostep do karmnika w losowym momencie miedzy 8:00 a 9:00 (o rozkladzie jednostajnym).
Pokarm wystepuje w trzech wariantach: A, B, C. O godzinie 8:00 i 8:45 wyktadana jest
porcja pokarmu A, o godzinie 8:20 porcja pokarmu B, o godzinie 8:30 porcja pokarmu C
(przed wylozeniem nowego pokarmu stary jest zabierany, jezeli nie zostal zjedzony). Mysz
zjada to, co jest wylozone w momencie jej przyjscia.

Jakie jest przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze na przestrzeni 12 tygodni mysz wiecej
razy zje karme A niz karme B? Wynik wyrazi¢ w zaleznosci od dystrybuanty standardowego
rozkladu normalnego.



